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Вступ. Аналіз наявних в літературі даних показав, що аспект 

математичного та імітаційного моделювання процесів ініціації та росту 

злоякісних пухлин є невід’ємною частиною опису складного 

багатоступінчастого процесу канцерогенезу [1-4]. 

Більшість з існуючих математичних моделей спрямована або на 

макроскопічний опис загальної картини росту пухлини без урахування 

особливостей біохімічних порушень при онкогенезі (так звані «емпіричні 

моделі»), або на розгляд «статичної проекції» динамічної картини (структурні 

математичні моделі).  

Мета роботи. Метою дослідження стало створення стохастичної 

математичної моделі процесів, що відбуваються у клітинах пухлини під час її 

малігнізації, промоції та прогресії, на основі дослідження молекулярних 

механізмів процесів канцерогенезу та його кількісних характеристик.  

Матеріали та методи. Створено стохастичну модель взаємодії клітин 

ракової пухлини та клітин організму. Відомо, що для забезпечення тривалої та 

ефективної відповіді на зростання та інвазію раку, а також для запобігання 

рецидивів після резекції та лікування суттєво важливу роль виконує 

протипухлинна активність імунної системи [5].  

Математичне моделювання взаємодії пухлинних та імунних клітин 

доповнює експериментальні дослідження, дає кількісну оцінку прогнозу цієї 
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взаємодії, що є підставою для потенційної клінічної корисності.  

Створення стохастичних теорій, моделей процесів канцерогенезу має 

великий інтерес в дослідженнях цього напрямку [6-9]. 

Так, в [10] автори пропонують стохастичну багатоступінчасту модель, яка 

включає в себе клональну експансію передракових клітин і мутаційні події. В 

дослідженні [11] представлено розробку стохастичної еволюційної моделі 

прогресування раку, яка враховує зміни в генах, що пов’язані з 

метастазуванням, та конкуренцію міжклітинного росту, що призводить до зміни 

густини.  

Автори [12] розглядають нову стохастичну модель метастатичного 

зростання, яка приймає форму розгалуженого стохастичного процесу. Рухомі 

частини інтерпретуються як кластери ракових пухлин, а нерухомі частини 

відповідають мікропухлинам та метастазам.  

Базова стохастична модель вірусної терапії у термінах стохастичних 

диференціальних рівнянь Іто розглядається в [13]. Автори демонструють 

існування трьох ергодичних інваріантних рівнів ймовірностей, які відповідають 

станам рівноваги детермінованої моделі. Чисельний аналіз демонструє декілька 

типових шляхів розв’язання рівнянь з біологічними поясненнями. 

В нашій роботі досліджується стохастичне диференціальне рівняння, яке 

описує взаємодію клітин пухлини і організму. Оскільки вивчення стохастичних 

диференціальних рівнянь суттєво відрізняється від теорії звичайних 

детермінованих диференціальних рівнянь, то нами розглянуто два підходи до 

дослідження стохастичних диференціальних рівнянь, що основані на поняттях 

стохастичних інтегралів в смислі Іто та в смислі Стратоновича. Ці два інтеграли 

відрізняються структурою відповідних інтегральних сум. Така різниця відіграє 

значну роль у застосуваннях.  

Результати та обговорення. Підраховано відповідні коефіцієнти зсуву і 

дифузії для рівняння Фоккера-Планка-Колмогорова. Кількісний і якісний 

аналізи рівняння Фоккера-Планка-Колмогорова складні, тому із рівняння 

Фоккера-Планка-Колмогорова було отримано приблизні рівняння для моментів 
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1-го та 2-го порядку (система з п’яти диференціальних рівнянь). Аналіз цих 

рівнянь дозволив побудувати якісну картину взаємодії пухлини і організму. 

Проаналізовано відповідні залежності сталих моделі і відповідних ймовірнісних 

характеристик. 

Показано, що заміна лише однієї сталої величини на випадкову (сталу 

питому швидкість поділу клітин x const   в детермінованій моделі замінюємо 

на 0 (1 ( ))x t    , де 
0x const  , ( )t  – білий шум в стохастичній моделі) суттєво 

змінює якісну картину взаємодії пухлини і організму. При різних значеннях 

однієї ймовірнісної характеристики і сталих інших характеристиках моделі 

може суттєво відрізнятися результат хвороби: 

- необмежене зростання пухлин; 

- встановлення стаціонарного режиму (не відбувається ні росту, ні 

регресії пухлини; 

- повний регрес пухлини. 

Висновки. Отже можна сподіватися, що побудована стохастична 

математична модель взаємодії пухлини та імунітету – це ще один крок до 

персоналізованої імунотерапії. Поєднання нових біологічних знань про 

взаємодії пухлинних та імунних клітин і математичного моделювання цих 

процесів створює теоретичну основу для розробки нових, більш ефективних 

методів лікування онкологічних хворих.  
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