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Запропонована нова реологічна модель еритроцита як багатошарової оболонки, яка включає 

цитоскелет, ліпідний шар, глікокалікс і гідратний шар як в’язкопружні тіла Максвела. Досліджені 
властивості моделі при ізотонічних, ізометричних і динамічних експериментах. Досліджуються 
осциляції поверхонь еритроцитів або інших клітин крові у наближенні заповнених в’язкою рідиною 
багатошарових оболонок з в’язкопружних матеріалів. Розглянута задача про розповсюдження 
малих збурень вздовж поверхні клітини. Отримані розв’язки задачі у вигляді хвиль Юнга і Ламе. 
Запропонований метод ідентифікації параметрів еритроцитів із даних експериментальних 
вимірювань розповсюдження хвиль на основі запропонованої моделі для цілей клінічної діагностики 
захворювань з використанням мікрокраплі крові пацієнта.  

 
Ключові слова: Еритроцити, Математичне моделювання, Багатошарові оболонки, Вільні 

коливання, Вимушені коливання. 
 
Rheological properties of the red blood cells (RBC) determine their movement in the larger and smaller 

blood vessels, oxygen and carbon dioxide delivery to/from the cells. Those properties vary significantly with 
age and health state of an organism. In this paper a new rheological model of RBC as a thin multilayer shell, 
which includes the cytoskeleton, lipid bilayer, glycocalyx, and hydrate shell as Maxwell's viscoelastic bodies 
is proposed. Mechanical properties of the rheological model in isotonic, isometric and dynamic experiments 
are studied. The oscillations of the surfaces of erythrocytes or other cells in the approximation of multilayer 
viscoelastic shell filled with a viscous fluid are investigated. The expressions for the dynamic Young’s 
modules and viscosity/fluidity coefficients as functions of the viscoelastic and geometric parameters of the 
layers are obtained.  The problem of propagation of small perturbations along the cell surface is considered. 
The solutions of the problem in the form of Young and Lamé waves are obtained. The method of 
identification of the erythrocyte parameters from the experimental measurements of the wave propagation on 
the basis of the developed mathematical model for the purposes of clinical diagnostics of diseases with use of 
a microdrop of blood of the patient is proposed. 

  
Key Words: Erythrocytes, Mathematical modeling, Multilayer shells, Free oscillations, Forced 

oscillations. 

 
       Статтю представив член-кореспондент НАН України Жук Я.О 
 
1. Вступ. Еритроцити крові людини являють 
собою в’язкопружні оболонки, які заповнені 
концентрованим розчином гемоглобіну з 
в’язкістю 3

Hb 7 10   Па·с [1]. Форма еритроцитів 
залежить від різних факторів і може бути 

двоввігнутою, дископодібною, сферичною або 
напівсферичною. Численні експериментальні 
дослідження показали, що пружні модулі 1 3E  , 
модулі зсуву 1 3G   і 
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в'язкості мембрани  m  і розчину гемоглобіну 
усередині є важливими показниками для 
діагностики захворювань [2]. З часом мембрани 
стають більш жорсткими, а еритроцити – менш 
деформівними, тому пружні властивості 
використовуються, наприклад, для 
відбраковування «старих» еритроцитів з 
донорської крові перед її використанням [3]. 
Оскільки еритроцити часто більші за діаметр 
капілярів, важливими визначальними факторами 
мікроциркуляторної функції є деформація 
поверхні еритроцитів та її зміни з такими 
патологіями, як серповидноклітинна хвороба та 
малярія. Було показано, що коливання мембран 
еритроцитів під час руху залежать від 
концентрації глюкози в крові, що різко впливає 
на діелектричні та електричні властивості 
еритроцитів. В експериментах частота цих 
коливань експоненціально зменшувалась від 1,2 
до 0,85 кГц зі зміною концентрації глюкози від 
85 мг/дл до 346,1 мг/дл [4]. Таким чином, 
параметри коливань еритроцитів, так само як їх 
діелектричні та електричні властивості можна 
використовувати для точнішої діагностики 
цукрового діабету  [5]. Важливість пружних 
властивостей мембран для прикладних 
застосувань вже давно обговорюється, але 
останніми роками стало зрозумілим, що в'язкість  
мембран є дуже важливою для правильного 
відтворення часу релаксації мембрани на 
зовнішні стимули [6], що відповідає попереднім 
теоретичним результатам для сферичних 
оболонок і рідких крапель [7], у тому числі в 
зовнішньому ультразвуковому полі [8].   
 
2. Реологічна модель еритроцита. Оскільки 
еритроцити мають не тільки мембрану, але й 
цитоскелет, поверхневі структури (глікокалікс) і 

гідратні оболонки складної структури, для 
обробки і біомеханічної інтерпретації даних 
експериментів найбільш важливі відповідні 
багатошарові моделі еритроцитів, які дозволяють 
адекватно описати не тільки механічні, але й 
електричні біофізичні властивості клітин [5]. В 
даній роботі запропоновані нова реологічна 
модель поверхні еритроцита як паралельного 
поєднання пружного шару цитоскелету ( cE ) з 
в’язкопружними шарами ліпідного біслоя  
( l lE , ), глікокаліксу з адсорбованими іонами 
плазми крові або фізрозчину ( g gE , ), і 

структурованої гідратної оболонки з 
адсорбованими частинками ( h hE , ) (Рис.1).  

Ця шарувата поверхня розташована між двох 
рідин, а саме внутрішнім (in) вмістом клітини 
( 2Hb H O ) і зовнішнім (out) середовищем 
(плазма крові або фізрозчин). Механічні 
властивості  цієї поверхні можна дослідити в 
ізометричних (постійне механічне напруження 
  const ), ізотонічних (постійна деформація 
  const ) і динамічних (періодична зовнішня 
сила ( ) ~ tf t e  ). 
 

 
Рис.1. Шарувата схема будови і реологічна модель 

еритроцита. 
 

 Рівняння реологічної моделі (Рис.1) є 

1 2 3 1 2               ca a a E b b ,

  (1) 

де точки позначають похідну за часом,  

1 ( ) / a     m g h c m g ha E E E E ,  m g ha E E E , 

2 ( ) /       cgh m g h cmh g m h cmg h g ma E E E E E E a , 

3 ( ) /    ch m g h cg m h g cm g h ma E E E E E E E E E a , 

1 ( ) /       m g h m h g h g mb E E E a , 

2 ( ) /    m g h m h g h g mb E E E E E E a ,  ij i jE E E , 

  ijk i j kE E E E .  

При ізотонічному навантаженні  *   
рівняння (1) дає для деформації мембрани  
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При ізометричному навантаженні *   
рівняння (1) дає для напружень в матеріалі 
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( ) exp( ) exp( )
   

   
   

  
 

c c
c

E E
t t t E , (4) 

де 4,5  - корені алгебраїчного рівняння 
2

1 2 1 0   b b .    
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При динамічному навантаженні 0( ) exp(i )  t t  (вимушені коливання) із моделі 
(1) отримуємо для коливань напружень в 

матеріалі  

0( ) E( )exp(i i )     t t ,     (5) 
де динамічний модуль пружності має вигляд 

2 2 2

2 2 2 2
1 2

E( )
(1 )


 



 

A B

b b
,     (6) 

де 2 4
2 3 2 1 2 1 1 2A ( ) ( )      c cE b a a b E a b a b , 

2 4
3 2 2 2 3 1 1 1 1( )      cB a E b a b a b a a b , а зсув фаз 

між осциляціями напружень і деформацій 
 /  arctg B A .  

 
3. Постановка задачі. Динамічна поведінка 
нестисливого в’язкопружного матеріалу 
описується рівняннями [9]. 

( ) 0


div u ,     (7) 
2

2
ˆ , 

  


 u
div F

t
    (8) 

де 

u  - вектор переміщень,   і ˆˆ ˆ    p  – 

густина і повний тензор напружень, p  - 

гідростатичний тиск, ̂  - одиничний тензор, ̂ - 
тензор в’язкопружних напружень,


F  - зовнішні 

сили. 
Підставляємо (1) в (8) і з урахуванням (7) 

отримуємо рівняння у переміщеннях (

F =0) 

2 2 3 2

1 2 1 2 32 2 3 2


         
                   




c

u
b b I p a a a E u

t tt t t t
,(9) 

 Розглянемо полосу матеріалу 
{ [0, ], [0, ]} x L y H  (Рис.1), на кінці х=0 якої 
генерується мале збурення 0 0( ), u ( )p t t ,  яке 

розповсюджується вздовж полоси у вигляді 
хвилі, що біжить { ( , , ) ( ) exp( ( / )) e 


u t x y u y i t x c , 

0p(t, x, y) p exp( ( / )) i t x c }. Підстановка цих 
виразів у (9) дає ЗДР другого порядку для ( )u y  
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A iB
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, розв’язок 

якого з урахуванням кінематичних граничних 
умов на поверхнях розділу є 

6 6
1 2 6 1 2 6 6 2 6( ) (( )e ( )e 2 ) / 2        y yu y d d d d d ,(10) 

де 0
1

3


 Hbu

d
Ha
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0
2 2 2 2


 




 

i c A iB p
d

c A iB
, 

 2 2 2
6 ( ) /    c A iB c , а для визначення 

швидкості розповсюдження хвилі маємо 
дисперсійне співвідношення ( )c c  у вигляді 

   1 2 6 1 2 6 6exp(2 H)    d d d d .   (11) 

 
4. Результати і обговорення. Чисельні розрахун-
ки кривих навантаження-розвантаження (2), (4), 
вимушених коливань (5), а також частотної 
залежності динамічного модуля пружності (6) і 
швидкості розповсюдження малих збурень (11) 
проводилися з використанням значень  

c l g h l g h{E ,E , E , E , , , , H}   , властивих компонентам 
поверхні еритроцитів  в фізіологічних діапазонах 

3 8
jE [10 ;10 ] Па, 3 1

j [10 ;10 ]  Па·с.  Рівняння (11) 

є алгебраїчним рівнянням 4-го порядку, розв’язки 
якого обчислювалися модифікованим методом 

Ньютона. Розв’язки (11) відповідали двом 
швидким рідинним модам (хвилі Юнга) і двом 
повільним пружним модам (хвилі Ламе). Усі 
обчислені залежності із задовільною точністю 
(<5.4%) відповідають даним експериментів [6-
8]. 
  

 
Рис.2. Залежності ( ) t  при навантаженні ( *  ) і 

розвантаженні ( =0) моделі для 810cE (1-3) і 
610cE (4-6), 6 210 , 10  m mE  (1,4), 

710 , 0.1 m mE (2,5), 810 , 1 m mE (3,6). 

 

 
Рис.3. Залежності ( )  при навантаженні-розвантаженні 

моделі для 4
, , 10c g hE (1), 106 (2), 108 (3). 

 
5. Висновки. Запропонована модель описує 
в’язкопружну поведінку мембран еритроцитів 
як шаруватих оболонок і дозволяє виявити 
вплив змін пружностей і в’язкостей кожного 
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шару у зв’язку з будь-якими змінами стану організму людини. Отримані значення 
швидкостей хвиль Юнга і Ламе на різних 
частотах можуть використовуватися для 
вимірювань в’язко пружних параметрів 
поодиноких еритроцитів для цілей медичної 
діагностики захворювань і впливу проведеного 
лікування на стан пацієнта. Подальша розробка 
деталей методу і його перевірка на результатах 

експериментів складе тему наступних досліджень 
авторів.   

Результати роботи були викладені у доповіді 
на VI Міжнародній науковій конференції 
«Сучасні проблеми механіки» (Київ, 30–31 
серпня 2021 р.). Автори щиро вдячні 
організаторам 

і учасникам конференції за увагу до роботи 
і стимулююче обговорення результатів. 
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