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Досліджуються ламінарні течії крові, суспензій еритроцитів крові або тіней еритроцитів у 
фізіологічному розчині по циліндричним трубкам кругового перерізу. За рахунок малого розміру 
еритроцитів (до 10 нм) такі рідини являють собою мікрорідини, для яких на стінках трубки 
виконуються умови прослизання першого роду. Наведено результати експериментальних вимірювань 
об’ємної витрати течії при різних зовнішніх температурах в широкому діапазоні значень і показано, 
що експериментальні величини суттєво відрізняються від теоретичних, обчислених за формулою 
Пуазейля. За рахунок наявності ефекту Фареуса-Линдквіста та прослизання на стінці об’ємна 
витрата рідини зростає, а за рахунок наявності ефекту Коплі-Скотт-Блера – зменшується. Крім 
того, з підвищенням температури поверхня клітин крові активується, підвищується її адгезивна 
здатність, що приводить то перехіду рідини з псевдо пластичного до в’язкопластичного стану. 
Отримано розв’язок задачі про ламінарний рух бінгамівської рідини за умовами наявності 
пристінних шарів Фареуса-Линдквіста та Коплі-Скотт-Блера. Чисельні розрахунки показали, що зі 
зростанням температури в’язкопластичні властивості домінують, за рахунок чого об’ємна 
витрата рідини суттєво зменшується практично до нуля, що цілком відповідає експериментальним 
даним. 

Ключові слова: суспензія, мікрорідина, ламінарна течія, ефект Фареуса-Линдквіста, ефект Коплі-
Скотт-Блера, бінгамівська рідина. 

 
Laminar flows of blood, suspensions of red blood cells or their ghosts in the saline through cylindrical 

tubes of circular cross section are considered. Due to the small size of erythrocytes (up to 10 nm), such 
liquids are microfluids, for which the first order velocity slip boundary condition is valid at the wall of the 
tube. The results of experimental measurements of the volumetric flow rates at different external 
temperatures are presented, and the experimental values are substantially different from the theoretical 
ones, calculated by Poiseuille's formula. Due to the Fahraeus-Lindviktist effect and the velocity slip at the 
wall, the volume flow rate increases, while due to the Copley-Scott-Blair effect, it decreases. In addition, 
with the increase in temperature, the surfaces of the blood cells are activated and their adhesivity is 
increased, which result in the transition from pseudoplastic to the viscoplastic state. The solution of the 
problem of the axisymmetric laminar flow of the Bingham fluid in the presence of the Fahraeus-Lindkvist 
and Copley-Scott-Blair wall layers is obtained. Numerical computations have shown that at higher 
temperatures the viscoplastic properties dominate over the wall effects. Therefore, the volumetric flow rate 
significantly decreases to zero at high temperatures, which exactly corresponds to the experimental data. 

Key Words: Suspension, Microfluid, Laminar flow, Fåhræus-Lindqvist effect, Copley-Scott Blair effect, 
Bingham fluid. 
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1. Вступ. Протягом останніх років мікрорідинні 
пристрої, такі як мікроелектромеханічні системи, 
лабораторії на чіпах, паливні елементи, 
мікродвигуни, мікронагрівачі/охолоджувачі та ін. 
все ширше використаються в медицині для 
обробки крові, сепарації плазми, усування 
пошкоджених або старих еритроцитів, які мають 
низьку гнучкість та високу щільність, та ін. [1-3]. 
Дія перелічених вище пристроїв основана на 
течіях рідини або рідин по складних системах 
трубок або каналів. Для обробки крові 
використовуються біомаркери, біохімічні або 
магнітні доданки, а методи сепарації  
ґрунтуються на різниціх в механічних (щільність, 
еластичність та ін.), електричних (заряд, 
діелектрична проникність), акустичних, 
оптичних, магнітних та інших властивостей 
клітин та макромолекул.  

       Суспензії частинок з розмірами 
1 100 d  мкм називають мікрорідинами; до їх 
складу відносять суспензії клітин та 
макромолекул. В чисельних експериментах з 
течіями мікрорідин по трубках було показано, що 
вимірювані значення об’ємної витрати рідини 
значно вище, ніж відповідні теоретичні, що 
обчислені за формулою Пуазейля. Так, було 
показано, що при течіях рідин по сіліконовим 
мікроканалам з діаметрами D 5;12;25 мкм 
коефіцієнт тертя на 5-30% вище, ніж коефіцієнт, 
розрахований на основі рівнянь Навьє-Стокса [4]. 
Величина відхилення залежала від температури, 
розміру та концентрації частинок, діаметру 
трубки та режиму течії. Вимірювання швидкості 
течії води при числах Рейнольдса Re 100 2000   по 
сталевих та сіліконових мікротрубках  з 
діаметрами D 50 254  мкм та відносною 
шорсткістю / D 0.69 3.5%   , де   - характерна 
висота шорсткості, також показало більш високі 
значення витрат на тертя, ніж передбачувані 
теорією Стокса [5]. Різниця між обчисленими та 
виміряними значеннями зростає зі зменшенням 
D  та зростанням Re . В прямокутних металевих 
мікроканалах з шириною W 150 600  мкм і 
висотою H 22.7 26.3  мкм спостерігалось 
зростання коефіцієнта тертя на ~20% у 
порівняння з розрахованим [6] Зі зростанням 
відносної шорсткості / D  стінки до 5% для 
підтримання заданої об’ємної витрати потрібен 
перепад тиску на 65% вище, ніж передбачений 
формулою Пуазейля. Як показали дослідження 
останніх років, головна причина розходжень 
пов’язана з наявністю прослизання частинок 
мікрорідин на стінках каналів, шорсткість яких 
порівняна з розмірами самих частинок. Оскільки 
в мікроканалах відношення поверхні до об’єму 
вище, ніж в макроскопічних системах, роль 
поверхневих ефектів, в тому числі тертя та 

специфічної адгезії, суттєво зростає, що робить 
течії мікрорідин значно складнішими, ніж 
класичних макрорідин, як показано в [7].  
 

2. Матеріали та методи. Проби крові донорів 
(25 осіб) та пацієнтів з раком легенів (32 особи), 
раком грудної залози (40 осіб), ішемічним (22 
особи) та геморагічним (18 осіб) інсультом 
обробляли оксалатом натрію для стабілізації. 
Еритроцити вимивали у фізіологічному розчині 
(ФР) в центрифузі (32000 об/хв.) та готували 
суспензії відмитих еритроцитів у ФР зі 
стандартною концентрацією 35%. Зразок 
суспензії був розміщений в трубці, яка 
послідовно з’єднана з капіляром ( 1.15d мм), 
розміщеними у термостаті. В експерименті 
вимірювалася об’ємна витрата q  суспензії при її 
течії крізь капіляр. Для порівняння 
розраховувалися відповідні значення об’ємної 
витрати 0q  за формулою Пуазейля. В’язкість 
суспензій вимірювали за допомогою 
лабораторного капілярного віскозиметра Гесса. 
Вимірювання проводили в широкому діапазоні 
температур 5 43  T C , починаючи з 5 T C , 
з шагом 1  T C . Після кожного підвищення 
температури система приводилася до стану 
термодинамічної рівноваги протягом 10 хв. 
Результати залежностей безрозмірних витрат 

0/q q  від температури наведені на рис.1 а,б.  
      Як показали результати, у більшості пацієнтів 
зі серйозними захворюваннями (рак, 
геморагічний інсульт) значення витрати менше, 
ніж у здорових, і тільки у пацієнтів з легкою 
формою ішемічного інсульту ці значення 
підвищені при низьких температурах, але при 
температурі тіла майже співпадають зі 
значеннями для здорових донорів. 

 
а 
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Рис.1. Залежності безрозмірної об’ємної витрати течії 
від температури для пацієнтів з онкологічними 

захворюваннями (а) та інсультом (б) у порівнянні зі 
здоровими донорами 

 
       Причиною таких змін може бути активація та 
специфічна адгезія мембран еритроцитів за 
рахунок зменшення товщини та порушень 
упорядкування їх гідратних оболонок [8]. 
Залежності 0/ ( )q q T  однакові для всіх проб та 
пов’язані з впливом температури на мембрани 
[9]. Розглянутий діапазон температур далекий від 
мінімальних значень  52 53  T C (денатурація 
фібрину у ФР), але за рахунок температурних 
змін та активації мембран можливий перехід 
суспензії до в’язкопластичного стану [10].  

  

3. Фізико-механічні аспекти течій суспензій.  
 

3.1. Ефект Фареуса-Ліндквіста (ФЛ). Відомо, 
що при течіях суспензій мікрочастинок по 
вузьким трубкам та щілинам, спостерігається 
зростаюча залежність q  від діаметру трубки D , 
яка пов’язана з ефектом ФЛ [11]. При цьому 
частинки суспензії концентруються в ядрі течії, а 
біля стінок утворюються тонкий шар рідини, 
вільної від частинок, який має нижчу в’язкість і, 
таким чином, грає роль мастильного шару. 
Аналіз сил, які діють на частинку суспензії біля 
стінки, показує, що відповідальною за цей ефект 
може бути сила Магнуса або електростатична 
взаємодія частинок суспензій. Оскільки 
еритроцити в нормі мають у ФР негативний 
поверхневий заряд, обидві сили можуть впливати  
на рух суспензії, за рахунок чого  0/ 1q q . 
3.2. Ефект Коплі-Скотт Блера (КСБ). Цей 
ефект пов'язаний за специфічною взаємодією 
молекул та клітин біологічних суспензій з 
матеріалом стінки. При цьому за рахунок 

адсорбції ефективний діаметр мікротрубки 
зменшується, утворюється подвійний 
електричний шар [12], що в цілому приводить до 
зменшення витрати ( 0/ 1q q ) в залежності від 
матеріалу стінки. 
3.3. В’язкопластичні властивості суспензій. За 
рахунок взаємодії частинок у концентрованих 
суспензіях можуть утворюватися агрегати 
складної форми, що веде до підвищення в’язкості 
(тобто 0/ 1q q ) в залежності від температури, 
концентрації та форми частинок та ін. 
Найпростішою моделлю є реологічна модель 
Бінгама  

0 0

0

( ) / , ,
0, ,

    


 
 

  
   (1) 

де 0, ,   - напруження, критичні напруження та 
швидкості деформацій зсуву. 
3.4. Течії мікрорідин по мікроканалах. За 
рахунок прослизання на стінках виконуються 
граничні умови прослизання першого роду для 
швидкості [13] 

n
vv v
n




    


    (2) 

де v  - швидкість,  - границя області, n
  - 

нормаль до неї,   - коефіцієнт прослизання. За 
рахунок прослизання маємо для мікрорідин 

0/ 1q q . 
      Таким чином, різки фізико-механічні ефекти 
приводять до різноспрямованих змін q  у 
порівнянні з 0q . В даній роботі вивчається 
кількісний вплив кожного з ефектів на течію та 
витрату суспензії еритроцитів по трубці. 
 

4. Математична модель. Розглянемо ламінарну 
стаціонарну радіально симетричну течію двох 
нестисливих рідин з різними в’язкостями та 
швидкостями по циліндричній трубці кругового 
перетину (Рис.2).  Тут R - радіус трубки, h  та   
- товщими шарів КСБ та ФЛ. 

 
Рис.2. Схема задачі. 

 
       Тоді рівняння Нав’є-Стокса мають вигляд 
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(1,2)

1,2

1 d du pr
r dr dr L




 
 

 
,  (3) 

де p P P    , а граничні умови (2) суть 
(1)

(2) 2

(1) (2)
(1) (2)

1 2

dur 0 : 0,
dr

du
r R : u (R h) (R h) 0,

dr
du dur R h : u u , .

dr dr



  

 

    

    

 (4) 

 
      Внутрішній шар утворений рідиною Бінгама 
(1), а зовнішній – ньютонівською рідиною. В 
рівняннях (1)-(4) d / dT 0  , d / dT 0  , 
d h / dT 0 , 0d / dT 0  , d / dT 0  [2, 3, 9, 13].  
 
5. Чисельні розрахунки та аналіз результатів. 
5.1. Вплив ефекту ФЛ на мікрорідини.  Окремо 
цей вплив можна дослідити у випадку 0 , h 0  . 
Тоді розв’язок (1)-(2) є 

2 2
1

2
2

v (r) (1 2a) (1 )(1 ) r ,
v (r) (1 2a) r ,

 

 

      

  

 

 
 (5) 

де 
(1,2) *

1,2u u / u  - безрозмірні швидкості, 
* 2

1u R p / (4 L)  , 1 2/   , / R  , a / R ,  
a C Kn  , Kn / R  - число Кнудсена.  
       З (5) легко отримаємо для витрати 

1
(1) (2) 4

0

q u rdr u rdr (1 4a) ( 1)(1 ) 




            , (6) 

де r r/ R .  
       Чисельні розрахунки по (6) проводилися для 
значень параметрів, що відповідають ФР та 
суспензіям еритроцитів: 0.01 0.4   , 1 3.5   , 
Kn 0.01 0.1  , C 1 1.5  [2, 13]. Деякі результати 
розрахунків наведені на Рис.3.  

 

 
Рис.3. Залежності безрозмірної об’ємної витрати від 
  при різних значеннях a : a 0.01 (криві 1,4), 

a 0.05  (криві 2,5), a 0.1  (криві 3,6). Суцільні 
лінії відповідають 2  , пунктирні - 3  . 

 
       Таким чином, витрата течії збільшується за 
рахунок підвищення відносної товщини 
змащувального шару  , відносної в’язкості   та 
коефіцієнту прослизання на стінці a , що є 
фізичним. Із (6) отримаємо, що  dq / dT 0 , якщо 
для a та  виконується нерівність 

4

3

4 a (1 ) 1
4( 1)(1 ) (1 4a)




 


    



, 

де a a /   , /     . 
 
5.2. Одночасний вплив ефектів ФЛ та КСБ на 
мікрорідини. В цьому випадку h 0 і тоді 
замість (6) маємо  

4 3

2 2 3 4

q (1 h) 4( a)(1 h)
6 (1 )(1 h) 4 ( 1)(1 h) (1 ) ,

 

  

        

          
  (7) 

де H h / R .  
       Чисельні розрахунки по (7) проводилися при 
тих же значеннях параметрів; H 0 0.2  . 
Результати наведені на Рис. 4 а,б.  

 
а 

 
б 

Рис. 4. Залежності q(H)  при  0.1   (а) та 0.4   
(б). Позначення такі ж як на рис.3. 
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       Таким чином, зменшення ефективного 
радіусу трубки за рахунок утворення нерухомого 
шару КСБ, приводить до суттєвого зменшення 
витрати рідини. Зростання шару КСБ від h 0 до 
h 0.2  приводить до зменшення q  в два рази 
(Рис.4), тоді як зростання шару ФЛ – в 1.5 рази 
(Рис.4) при тих же значеннях , a . Ймовірно, що 
вплив ефекту КСБ значніший в нативній крові, 
ніж в суспензіях відмитих еритроцитів в ФР за 
рахунок відсутності вільних білків, ліпідів, 
мінералів та полісахаридів [7], тому ефект ФЛ 
превалює над КСБ. Відповідні термічні 
залежності аналогічні (7) стають більш 
складними за рахунок відсутності детальних 
даних о залежностях (T) , (T) , h(T) , (T) в 
чисельному вигляді. 
 

5.2. Вплив ефектів ФЛ та КСБ на течії 
бінгамівських рідин. Розглянемо випадок коли в 
ядрі течії знаходиться бінгамівська рідина, а біля 
стінки – ньютонівська. Тоді відповідно (1) 
замість (3) розглянемо рівняння у вигляді  

0(1)
0(1) R

1

0

,du ( )( )
R h d

0 ,



 
    


 



     

 ,  (8) 

де R (R )     . Після інтегрування (8) для (1)u , 
(3) – для (2)u  та знаходження постійних 
інтегрування з умов (4), отримаємо  

2

1

1

u (r), r [R h ,R h],
u(r) u (r), r [R*, R h ],

u (R *), r [0,R *],




   
   
 

 (9) 

де R* [0, R h ]    - поверхня, вздовж якої 0   і 
яка, таким чином, розділяє зони течії та 
квазітвердого руху бінгамівської рідини. 
Детальні вирази для швидкостей та витрати крізь 
переріз не наведені внаслідок їх громіздкості. 
Результати розрахунків залежності витрати від 
безрозмірного критичного напруження зсуву 

0/    в широкому діапазоні значень 0  
наведені на Рис.5а. Видно, що величина q  
залежить від   значно сильніше, ніж від  та H . 
Збільшені залежності в більш вузькому діапазоні 
  наведені на Рис.5б для уяви о вигляді 
залежностей q( )  при різних , a .  
      Таким чином, зі зростанням температури 
незначно змінюються , a,  , що може приводити 
до збільшення об’ємної витрати  мікрорідини, 
але значно зростають  0h, , що приводить до 
суттєвого зменшення q  навіть при повній 
зупинці руху для великих 0 , що відповідає 
даним експериментальних вимірювань на 

концентрованих суспензіях еритроцитів крові в 
ФР (Рис.1). 

 
 

а 

 
б 

Рис. 5. Залежності q( )  для бінгамівської рідини 
для 0.1, H 0.1    при 0.1 0.5   (а) та 
0.3 0.4    (б). Позначення такі ж як на рис.3. 

 
6. Висновки. Рух концентрованих суспензій 
мікрочастинок по мікроканалам супроводжується 
утворенням вільного від частинок пристінного 
шару та ефекту прослизання на шорстких 
стінках, що веде до збільшення об’ємної витрати 
рідини у порівнянні з однорідною ньютонівською 
рідиною з тією ж в’язкістю. З іншого боку, в 
трубках з деяких матеріалів (скло, полімери) 
утворюється шар КСБ та має місце підвищена 
агрегація частинок, що приводить зо зміни 
характері течії з псевдопластичного до в’язко-
пластичного. При низьких температурах дві 
групи ефектів зрівноважені, але зі зростанням 
температури динаміка другої групи превалює і в 
цілому залежність q(T)  стає спадаючою, впритул 
до q 0  при високих температурах. Такого 
ефекту можна уникнути за рахунок спеціальної 
обробки поверхні трубки (для крові це - покриття 
шаром фібрину) [7]. 
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